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Resumen

Estos Apuntes de apoyo de Calculo Diferencial acompaiian al estudiante en
la transicién de Bachillerato General hacia el nivel universitario. El material estd
organizado en ocho médulos y un quiz final. Cada médulo combina objetivos cla-
ros, teoria esencial, ejemplos visuales construidos con gréficas limpias, ejercicios

graduados y soluciones paso a paso.

Los contenidos se articulan de la siguiente manera: (i) repaso de funciones y
modelos; (ii) dlgebra de funciones y transformaciones; (iii) limites desde un
enfoque numérico y grafico; (iv) continuidad y tipos de discontinuidad; (v)
definicién y reglas de derivacion; (vi) interpretacion geométrica y fisica de la
derivada; (vii) optimizacién y problemas de razén de cambio; (viii) esbozo de

curvas y aplicaciones integradas.

El énfasis pedagdgico estd en comprender gué significan las formulas y como se
usan para resolver problemas reales. Las figuras fueron disefiadas para ser legibles
en formato e-book (6x9”), con colores distinguibles, leyendas no intrusivas y ejes
etiquetados. El objetivo final es que el estudiante desarrolle autonomia, confianza
y una base sélida para cursos posteriores de cdlculo integral, multivariable y

fisica.
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Introduccion

El Calculo Diferencial estudia el cambio. Describe cémo varian cantidades
y cdmo esa variacion se modela con funciones. A partir de la nocién de limite se
definen ideas fundamentales como derivada y continuidad, que permiten analizar

movimientos, crecimientos, costos marginales y fendmenos naturales.

En estos apuntes se integran tres pilares: (1) representacion multiple de funciones
(expresion, tabla, grifica y contexto), (2) razonamiento con limites y continuidad,
y (3) derivada como tasa de cambio y pendiente de la tangente. La metodologia
avanza de lo intuitivo a lo formal, alternando teoria breve con ejemplos resueltos

y ejercicios.

Se recomienda estudiar cada médulo en este orden: leer objetivos, revisar la
teoria, analizar los ejemplos, intentar los ejercicios sin mirar las soluciones y, por
ultimo, comparar procedimientos. El quiz final permite autoevaluar el dominio

de resultados bdsicos y la capacidad de interpretacion gréfica.



Capitulo 1

Funciones y Representaciones

Al finalizar este médulo, el estudiante serd capaz de:
= Comprender el concepto de funcién y sus diferentes representaciones

= Determinar el dominio y rango de funciones algebraicas

Identificar y graficar funciones lineales, cuadraticas y por tramos

Realizar composiciones de funciones y encontrar sus dominios
\ J

1.1. Introduccion a funciones

Definicion 1.1. Una funcion f de un conjunto A en un conjunto B es una regla
que asigna a cada elemento x en A exactamente un elemento y en B. Se denota

por f 1 A — Bdonde A es el dominio y B es el codominio.

La notaci6n funcional y = f(x) indica que y es el valor de la funcién f en x.
El conjunto de todos los valores posibles de y se llama rango o imagen de la

funcion.

1.2. Dominio y rango

El dominio de una funcién es el conjunto de todos los valores de entrada para

los cuales la funcién esta definida. Para determinar el dominio, consideramos:

= Denominadores distintos de cero
= Radicandos de raices pares no negativos
= Argumentos de logaritmos positivos



El rango es el conjunto de todos los valores de salida que resultan de evaluar

la funcién en su dominio.

Ejemplo: Encontrar el dominio y rango de f(x) = V4 — x2

Solucidn: Para que la raiz cuadrada esté definida, necesitamos:
4-x*20=>x"<4>-2<x<2

Por lo tanto, el dominio es [—2, 2]. El rango son todos los valores desde
f(=2) = 0hasta f(0) = 2, es decir, [0,2].

y

\_ J

1.3. Tipos de funciones

1.3.1. Funciones lineales

Las funciones lineales tienen la forma f(x) = mx+b, donde m es la pendiente

y b es la interseccidn con el eje y. Su gréfica es una linea recta.

1.3.2. Funciones cuadraticas

Las funciones cuadriticas tienen la forma f(x) = ax? + bx +c cona # 0. Su

gréfica es una pardbola que abre hacia arriba si @ > 0 o hacia abajo si a < 0.

1.3.3. Funciones por tramos

Las funciones definidas por tramos usan diferentes férmulas en diferentes

partes de su dominio.



x2 six <0

Ejemplo: Graficar la funcién f(x) =
x+1 six>0

Soluciéon: Para x < 0, usamos la pardbola y = x2. Para x > 0, usamos la

rectay =x + 1.

\_ J

1.4. Composicion de funciones

La composiciéon de dos funciones f y g se denota por (f o g)(x) = f(g(x)).
El dominio de f o g consiste en todos los x en el dominio de g para los cuales

g(x) estd en el dominio de f.

Ejemplo: Si f(x) = Vx y g(x) = x> — 4, encontrar f o g y su dominio.
Solucidn:

(fog)x) = f(g(x)) :f(X2—4) =vVx2 -4

El dominio requiere que x*> — 4 > 0, es decir, x < 20 x > 2.




1. Determine el dominio y rango de las siguientes funciones:

1
a) f(x)=—=
x—3
b) g(x) = V9 - x?
c) h(x)=|x-2|+1
2. Grafique las siguientes funciones:
2x+1 six<1
a) fx) =4 _
X six > 1
b) g(x)=|x+2|-3
3. Dadas f(x) = x>+ 1y g(x) = v/x, encuentre:
a) (f og)(x)y sudominio
b) (g o f)(x)y sudominio
4. Un fabricante descubre que el costo C (en délares) de producir x
unidades estd dado por C(x) = 100 + 5x +0.01x. Si cada unidad se
vende a $10, encuentre la funcién de utilidad U(x) que represente

la utilidad al vender x unidades.

Soluciones:

1. (a) Dominio: R — {3}, Rango: R — {0}
(b) Dominio: [-3, 3], Rango: [0, 3]

(¢) Dominio: R, Rango: [1, o)

2. (a) Gréfica con recta para x < 1y pardbola para x > 1
(b) Gréfica en V con vértice en (-2, —3)

3.() (f og)(x) =x+ 1, Dominio: [0, )

b) (go fx) = Vx2 + 1, Dominio: R

4.U(x) = 10x — (100 + 5x + 0.01x?) = 5x — 100 — 0.01x>
\_ J




Capitulo 2

Limites y Continuidad

Al finalizar este médulo, el estudiante serd capaz de:
= Comprender el concepto intuitivo y formal de limite

Calcular limites mediante aproximacién numérica y gréfica

Identificar y clasificar discontinuidades en funciones

Aplicar el concepto de continuidad en problemas practicos
\ J

2.1. Concepto de limite

Definicion 2.1. El limite de una funcion f(x) cuando x se aproxima a a es L,
denotado por:

lim f(x) =L

xX—a

si los valores de f(x) se aproximan arbitrariamente a L cuando x se aproxima

suficientemente a a (pero x # a).

2.2. Aproximacion grafica y numérica

Podemos aproximarnos al valor de un limite de dos formas:

1. Numéricamente: Creando una tabla de valores de f(x) para x cercanos a a

2. Graficamente: Observando el comportamiento de la gréfica cercade x = a



\_

x* -4
Ejemplo: Estimar lim,_,, Y

x —
Solucion numérica:

x ‘1.9 1.99 1.999 2.001 2.01 2.1
f(x)‘3.9 399 3999 4.001 401 4.1

Solucién grafica:

El limite parece ser 4, aunque la funcién no esta definida en x = 2.

2.3. Continuidad y tipos de discontinuidad

Definicion 2.2. Una funcion f es continua en x = a si:

1. f(a) estd definida

2. limy_,, f(x) existe

3. limy—q f(x) = f(a)

2.3.1. Tipos de discontinuidad

. Discontinuidad evitable (removible): Ocurre cuando el limite existe pero

no es igual al valor de la funcién (o la funcién no estd definida en ese punto).

. Discontinuidad de salto: Ocurre cuando los limites laterales existen pero

son diferentes.

. Discontinuidad infinita: Ocurre cuando al menos uno de los limites laterales

es infinito.



1
Ejemplo: Clasificar las discontinuidades de f(x) = 1

Solucién: La funcidn tiene una discontinuidad infinita en x = 1 porque:

1 1
lim =—-c0 y lim = 400
x—l-x—1 x—ltx—1
41y
2 s
-2 2 4
-2
—4 |




1. Use una tabla de valores para estimar los siguientes limites:
3 sinx
a) limy_,0 —
X

29
b) limy_; —

2. Grafique las siguientes funciones y determine los puntos de discon-

tinuidad, clasificandolos:

s
a) f(x)=
x—1
x? six <2
b) g(x) = ,
xX+2 six>2
1
hx) = ——
) M) = o
3. Determine si las siguientes funciones son continuas en los puntos
indicados:
-4
a) f(x)zx enx =2
x—2
x?+1 six<0
b) g(x) = enx =0

2x+1 six>0
4. Un tanque de agua tiene una fuga. La cantidad de agua en el tanque

(en litros) después de ¢ minutos estd dada por:

1000 — 5¢ si0<t<10
W (1) = {900 si10 <7 <20
900 — 10(¢ — 20) sit > 20

(Es continua esta funcién en = 10 y ¢ = 20? Explique.




Soluciones:

1. (a) El limite es 1 (b) El limite es 6

2. (a) Discontinuidad evitable en x = 1

(b) Discontinuidad de salto en x = 2

(c) Discontinuidad infinita en x = 2

3. (a) No es continua (discontinuidad evitable)

(b) Es continua (Iimy— g(x) = 1 = g(0))

4.En t = 10: lim;—,19- W(¢) = 950, W(10) = 900 — Discontinua

En ¢t = 20: lim;_0- W(¢) = 900, lim;_,5o+ W(r) = 900, W(20) = 900
— Continua




Capitulo 3

Propiedades y Calculo de Limites

Al finalizar este médulo, el estudiante serd capaz de:
= Aplicar las propiedades algebraicas de los limites

= Resolver limites que involucran infinito

\.

= Calcular limites de funciones algebraicas y trascendentes

= [dentificar y trabajar con asintotas verticales y horizontales

3.1. Reglas algebraicas de limites

Silimy_,, f(x) = Ly limy_,, g(x) = M, entonces:

L. limy [ f(x)+g(x)]=L+M

2. limyeq[f(x) —g(xX)] =L -M

3. limy—[cf(x)] = cL (para cualquier constante c)

4. lmyq[f(x) -g(x)] =L-M

5. limy_,, % = % (siM #0)

6. limy_,[f(x)]" = L" (para cualquier entero positivo n)
7. limy_, W = 4L (si L > 0 cuando n es par)

3.2. Limites notables

Algunos limites importantes que debemos conocer:

10



Iim — =1
x—0 X

. 1l —cosx
Iim =
x—0 X

x2-9

x-3
Solucién: No podemos aplicar directamente la regla del cociente porque

Ejemplo: Calcular lim,_;3

el denominador se hace cero. Factorizamos:

2 _
fim *—2 = gim VD e +3) =6
x—>3 x—3 x—3 x-3 x—3
51y
6,,
4,,
2,,
L x\
2 4 6




3.3. Limites al infinito y asintotas

3.3.1. Limites al infinito

El limite de una funcién cuando x tiende a infinito describe el comportamiento

de la funcién para valores muy grandes de x.

Definicion 3.1. Decimos que limy_,, f(x) = L si los valores de f(x) se pueden

hacer arbitrariamente cercanos a L tomando x suficientemente grande.

3.3.2. Asintotas

= Asintota horizontal: Larecta y = L esuna asintota horizontal si lim,_, f(x) =
Lolimy_,_ f(x) = L.
= Asintota vertical: La recta x = a es una asintota vertical si al menos uno de

los Iimites laterales cuando x — a es co 0 —oo.

2x2
x2 -1

Ejemplo: Encontrar las asintotas de f(x) =
Solucién:

T 2x? " 2
1m = lim =
x—»oo_xz—] x—>oo]—]/x2
2
lim — = Iim — =2
x—>-00 x2 — 1 x—-00 | — 1/x2

2

Asintota horizontal: y = 2

Asintotas verticales cuando x% — 1 = 0, es decir, x = 1 yx=-1.

RN

12



1. Calcule los siguientes limites:
3-8
X
x=2
Vi+x-1
X
Vx =2
X —
sin(3x)

a) limy_»

b) me—)O

c) limy_4

d) me—)O

X
2. Calcule los limites al infinito:
3x2 - 2x +1

2x23+x -5
2x° —x

b) 1i ——00 —5
) limy x3 + 4x2

¢) limy_ e (Vx2 +x - x)

3. Encuentre todas las asintotas de las siguientes funciones:

a) limy e

x+1
a) f(x)=
x-3
b =
) 8(x) 24
h =
) hx) x2+1
4. Un modelo de poblacién estd dado por P(¢) = _ 1000
' P P 149705

es el tiempo en afios. ;{Qué sucede con la poblacién a largo plazo

(t = 0)?

, donde ¢

g

Soluciones:

1.(a) 12 (b) 1/2 (c) 1/4 (d) 3

2.(a)3/2(b)2(c) 12

3. (a) Asintota vertical: x = 3, Asintota oblicua: y = x + 3

(b) Asintota horizontal: y = 0, Asintotas verticales: x =2, x = -2
(c) Asintota horizontal: y = 0

4. 1im,_,o, P(¢) = 1000. La poblacion se estabiliza en 1000 individuos.

J
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Capitulo 4

La Derivada y su Interpretacion

Al finalizar este médulo, el estudiante serd capaz de:
= Comprender la definicién formal de derivada como limite
= Calcular derivadas usando la definicién por limites
= Interpretar geométricamente la derivada como pendiente de la recta
tangente
= Interpretar fisicamente la derivada como tasa de cambio instantdnea

= Resolver problemas de aplicacion de la derivada
. J

4.1. Definicion de derivada como limite

Definicion 4.1. La derivada de una funcion f en un punto x = a se define como:

(o) = i L+ =@

si este limite existe. También se puede expresar como:

iy e J) = fla)
f(a)—hm—a

x—a X —

Si este limite existe, decimos que f es diferenciable en x = a.

4.2. Pendiente de la recta tangente

Definicion 4.2. La recta tangente a la curva y = f(x) en el punto (a, f(a)) es

la recta que pasa por este punto con pendiente [’ (a).

14



La ecuacidn de la recta tangente es:

y=fla) = f'(a)(x —a)

Ejemplo: Encontrar la ecuacién de la recta tangente a f(x) = x> en
x=2.
Solucién:

@) = i L2 /@

h
. (2+h)?-4
=lim —F—
h—0 h
. A+4h+h* -4
:11111—
h—0 h

=1lim(4+h)=4
h—0
La ecuacidn de la recta tangente es:

y—4=4(x-2) o y=4x-4

8
6
41
2

\_ J

4.3. Derivada como tasa de cambio

Definicion 4.3. La derivada f’(a) representa la tasa de cambio instantinea de
fenx=a.Si f(t) representa la posicion de un objeto en el tiempo t, entonces

f’(¢) representa la velocidad instantdinea.

15



Ejemplo: Un objeto se mueve segiin la funcién posicién s(z) = > + 2¢
(metros), donde 7 estd en segundos. Encontrar la velocidad instantdnea
ent=3s.
Solucion:
s(3+h)—5(3)
3) = 5'(3) = lim —————
v(3) =5/ (3) = lim ———
. [B+h)?+2(3+h)] - (9+6)
= lim
h—0 h
. 9+6h+h*+6+2h—15
= lim
h—0 h
8h + h?
= tim 22 _ Jim(8+ k) = 8 mis
h—0 h—0
\ J

4.4. Derivabilidad y continuidad
Teorema 4.1. Si f es diferenciable en x = a, entonces f es continua en x = a.

Importante: El reciproco no es cierto. Una funcién puede ser continua pero

no diferenciable.

Ejemplo: f(x) = |x| es continua en x = 0 pero no diferenciable en x = 0.

2,,

La funcién tiene un "pico.®" x = 0, por lo que no existe una tnica recta

tangente.
\_ J
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1. Use la definicién de derivada para encontrar f/(x) para:
a) f(x)=3x-2
b) f(x)=x*-x
¢) f(x) = +/x (sugerencia: racionalizar)
2. Encuentre la ecuacion de la recta tangente a cada curva en el punto
dado:
a) y=x>-2xenx=1
b) y= % enx =2
¢) y=Vx+lenx=3
3. Problemas de aplicacion:
a) La posicién de una particula estd dada por s(¢) = > — 61> + 9t.
Encuentre la velocidad cuando ¢ = 2.
b) El costo de producir x unidades es C(x) = 100 + 5x + 0.1x2.
Encuentre el costo marginal (tasa de cambio del costo) cuando
x = 10.
¢) Un globo esférico se infla de modo que su volumen aumenta a
raz6n de 100 cm®/s. ;Cémo cambia el radio cuando el radio es
de 5 cm?
4. Determine si las siguientes funciones son diferenciables en los
puntos indicados:
a) fx)=|x—-1]enx=1
x2 six <2

b) g(x) = enx =2
4x -4 six>?2

17



Soluciones: 1

L@ f(x)=30) f'(x) =2x—1() f'(x) = NG
1 1 3

2'(a)y:x_2(b)y:_é_1x+1(C)y:Zx+Z

d 1
3. (a) v(2) = -3 unidades/tiempo (b) Costo marginal: $7 (c) d_: =—
T

cm/s

4. (a) No diferenciable (b) Diferenciable (f’(2) = 4 por ambos lados)
\_ J
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Capitulo 5

Reglas de Derivacion

Al finalizar este médulo, el estudiante serd capaz de:
= Aplicar las reglas bdsicas de derivacién (suma, producto, cociente)
= Utilizar la regla de la cadena para derivar funciones compuestas
= Derivar funciones polinémicas, exponenciales, logaritmicas y trigo-
nométricas
= Calcular derivadas de orden superior

= Resolver problemas que combinen miultiples reglas de derivacién
g J

5.1. Reglas basicas de derivacion

d
1. Regla de la constante: o [c]=0
X

d
2. Regla de la potencia: - [x"] = nx"!
d
3. Regla del miltiplo constante: o [cf(X)] =cf (x)
d
4. Regla de la suma: o [f(x)+g(x)] = f'(x)+g (x)
X

5. Regla de la diferencia: (;ix [f(x)—gx)] =f'(x)—g'(x)

5.2. Regla del producto

Teorema 5.1 (Regla del producto). Si f y g son diferenciables, entonces:
d ’ ’
7 (8] = f1(0)g(x) + f(x)g"(x)

19



5.3. Regla del cociente

Teorema 5.2 (Regla del cociente). Si f y g son diferenciables y g(x) # 0,

entonces:

4 [f(X)] _ (0)gx) - f(x)g'(x)
dx [ g(x) [g(x)]?

5.4. Regla de la cadena

Teorema 5.3 (Regla de la cadena). Si f' y g son diferenciables, entonces:

L1001 = f (50 -8/
X

5.5. Derivadas de funciones elementales

d

T rox] = X
™ [e¥] =e

d 1
- n ——

dx[ na] X

d [sinx] = cos
— [sinx] = cosx

dx

d
E[cosx] = —sinx
—[tanx] = sec’x

X

d
— [secx] = secxtanx
dx
—[cscx] = —cscxcotx
dx

2

_ t - _

T [cotx] csc”x

20



Ejemplo: Derivar f(x) = (3x2 + 2x)* - sin(2x)
Solucién: Usamos la regla del producto:
’ d 2 49 2 4 d ..
f'(x) = —[(Bx" +2x)7] - sin(2x) + (3x~ + 2x)~ - — [sin(2x)]
dx dx
= [4(3x% +2x)* - (6x +2)] - sin(2x) + (3x% + 2x)* - [cos(2x) - 2]
= 4(3x% + 2x)3 (6x +2) sin(2x) + 2(3x% + 2x)* cos(2x)
\_ W,

5.6. Derivadas de orden superior

d2
La segunda derivada de f es la derivada de f’, denotada por f”’(x) o d—);
X

Representa la tasa de cambio de la tasa de cambio.

Ejemplo: Para f(x) = x> — 2x, encontrar f”’(x).
Solucién:
f(x) =322 -2
J"(x) = 6x
. J
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1. Derive las siguientes funciones:
a) f(x)=3x*—2x3+5x -7
b) g(x) = (2x + 1)(x? - 3)
¢) h(x) = 57 b 1]
x—1
d) y = e>* cos(2x)
e) f(x) =In(x>+4)
f) g(x) =sin®(2x + 1)
2. Encuentre la segunda derivada de:
a) f(x)=x*-3x2+2

1
b) g(x) = —
c) hix)= e

3. Problemas de aplicacion:
a) Sila posicién de una particula es s(¢) = 1> — 41> + 5t, encuentre
su aceleracién en ¢ = 2.
b) El ingreso por vender x unidades es R(x) = 100x — 0.1x2.
Encuentre el ingreso marginal cuando x = 50.
¢) Un cultivo de bacterias crece segtin N(¢) = 1000e
tasa estd cambiando la tasa de crecimiento cuando ¢ = 5?

0.2 /A qué

4. Derive usando regla de la cadena:

a) y=V1+cosx
b) f(x) = (28 -x)*?
¢) g(x) =In(sinx)
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Soluciones:

2 _ _
1. (2) 126% — 62 + 5 (b) 6x% 4 2x — 6 (¢) =X 1

(x=1)2

2
x4 () 6 sin?(2x + 1) cos(2x + 1)

. x2 +
2. (a) 12x* — 6 (b) Gl (c)2e ™ (2x2 - 1)

3. (a) a(2) = 4 (b) Ingreso marginal: $90 (c) N’ (5) = 40e ~ 108.73
—gi 2 _
4.2 sinx__ o 2(6x—1)

)
Witcosx 328 - )R

(d) 3¢3* cos(2x) — 2¢3* sin(2x) (e)

(c) cotx
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Capitulo 6

Aplicaciones de la Derivada

Al finalizar este médulo, el estudiante serd capaz de:
= Determinar intervalos de crecimiento y decrecimiento de funciones

= Encontrar valores criticos y puntos extremos (mdximos y minimos)

Aplicar el criterio de la primera y segunda derivada

Resolver problemas de optimizacién en contextos reales

Analizar la concavidad y puntos de inflexién de funciones
\_ J

6.1. Crecimiento y decrecimiento

Teorema 6.1 (Criterio de la primera derivada). Sea f una funcién diferenciable
en (a,b).

w Si f’(x) > 0 para todo x en (a, b), entonces f es creciente en (a, b).
w Si f’(x) < 0paratodo x en (a, b), entonces f es decreciente en (a, b).
6.2. Valores criticos y extremos

Definicion 6.1. Un niimero critico de una funcion f es un niimero c en el dominio
de f tal que f'(c) =00 f'(c) no existe.

Teorema 6.2 (Teorema de los valores extremos). Si f es continua en un intervalo

cerrado [a, b], entonces f alcanza un valor mdximo y un valor minimo en [a, b].
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6.3. Ciriterio de la primera derivada

Teorema 6.3 (Criterio de la primera derivada). Sea ¢ un niimero critico de f.

» Si f’ cambia de positiva a negativa en c, entonces f tiene un mdximo local
en c.

s Si f’ cambia de negativa a positiva en c, entonces f tiene un minimo local en
c.

» Si f’ no cambia de signo en c, entonces f no tiene extremo local en c.

6.4. Criterio de la segunda derivada
Teorema 6.4 (Criterio de la segunda derivada). Sea f una funcion tal que
f'(c) =0y f” existe en un intervalo abierto que contiene a c.

w Si f(c) > 0, entonces f tiene un minimo local en c.
= Si f"(c) <0, entonces f tiene un mdximo local en c.

w Si f"(c) =0, el criterio no decide.

6.5. Concavidad y puntos de inflexion

Definicién 6.2. Una funcion f es concava hacia arriba en un intervalo si f' es

creciente en ese intervalo (equivalente a " > 0).

Una funcion f es concava hacia abajo en un intervalo si f' es decreciente

en ese intervalo (equivalente a ' < 0).

Definicion 6.3. Un punto de inflexion es un punto donde la grdifica de f cambia

de concavidad.
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Ejemplo: Analizar la funcién f(x) = x> —3x> —=9x + 5

Solucion:

Frx)=3x—6x-9=3(x>-2x-3)=3(x=3)(x+1)
f’(x)=6x—-6=6(x—1)

Valores criticos: x = —1,x =3

Intervalos de crecimiento: (—oo, —1) U (3, o)
Intervalos de decrecimiento: (-1, 3)

Maximo local en x = —1, minimo local en x = 3

Punto de inflexién en x = 1

204,
a0 :
2
Ll
\ y

6.6. Problemas de optimizacion

Los problemas de optimizacién implican encontrar valores maximos o

minimos de una funcién en un contexto aplicado.

Ejemplo: Encontrar las dimensiones del rectdngulo de drea médxima que
puede inscribirse en un semicirculo de radio 2.
Solucidén: Sea x la mitad de la base del rectangulo. La altura es V4 — x2.

El area es:
A(x)=2x-V4-x2, 0<x<2

Maximizamos A(x) derivando e igualando a cero.
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1. Para cada funcion, determine:
a) Intervalos de crecimiento y decrecimiento
b) Valores criticos y extremos locales
¢) Intervalos de concavidad y puntos de inflexién
a) f(x)=x3 ;6x2+9x+1
X
b) g(x) = 2l
¢) h(x) =x*—4x3+10

2. Resuelva los siguientes problemas de optimizacién:

a) Encuentre dos niimeros positivos cuya suma sea 50 y cuyo
producto sea maximo.

b) Una caja rectangular sin tapa se fabrica con 12 m? de cartén.
(Qué dimensiones maximizan el volumen?

¢) Un agricultor tiene 400 m de cerca para delimitar un terreno
rectangular junto a un rio (no necesita cerca del lado del rio).
(Qué dimensiones maximizan el drea?

3. Use el criterio de la segunda derivada para clasificar los extremos
locales de:
a) f(x)=x>-3x>-9%x+5
b) g(x) =x* ;4)c3+6x2 —4x+1

c) hix)= xx_ 7

4. Analice completamente la funcién f(x) = x> —3x+2 (dominio, inter-

ceptos, simetria, asintotas, intervalos de crecimiento/decrecimiento,

extremos, concavidad, puntos de inflexion, grafica).
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Soluciones:

1. (a) Crece: (—c0,1) U (3, 0), Decrece: (1,3), Minimo en x = 3,
Maiximo en x = 1, Céncava abajo: (—o0,2), Cdncava arriba: (2, o),
Punto inflexién: x = 2

(b) Crece: (0, o0), Decrece: (—o0,0), Minimo en x = 0, Céncava arriba:
(=1, 1), Céncava abajo: (—oo, —1) U (1, c0), Puntos inflexién: x = +1
(c) Crece: (3, o), Decrece: (—o0, 3), Minimo en x = 3, Céncava arriba:
(=00,0) U (2, ), Céncava abajo: (0, 2), Puntos inflexién: x =0, x =2
2.(a)25y25(b) 2m x 2m x 1m (¢) 100m x 200m

3. (a) Maximo en x = —1, Minimo en x = 3 (b) Minimo en x = 1 (¢)
Maximo en x = 0, Minimo en x = 2

4. Dominio: R, Interceptos: x = =2, x = 1; y = 2, No simetria, Sin
asintotas, Crece: (—oo, —1)U(1, o), Decrece: (-1, 1), Maximoenx = —1,
Minimo en x = 1, Céncava abajo: (—o0, 0), Céncava arriba: (0, co), Punto

inflexion: x = 0
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Capitulo 7

Razones de Cambio y Rectas Tangentes

Al finalizar este médulo, el estudiante serd capaz de:
= Resolver problemas de razones de cambio relacionadas
= Encontrar ecuaciones de rectas tangentes y normales a curvas
= Aplicar conceptos de derivada en problemas de fisica y geometria

Modelar situaciones reales usando razones de cambio

Interpretar resultados en contexto
\_ J

7.1. Razones de cambio relacionadas

Los problemas de razones de cambio relacionadas involucran encontrar la
tasa de cambio de una cantidad en términos de la tasa de cambio de otra cantidad

relacionada.

Proposicién 7.1 (Estrategia para razones de cambio relacionadas). 1. Identificar
todas las cantidades variables y constantes. Dibujar un diagrama si es posi-
ble.

2. Escribir la ecuacion que relaciona las variables.
3. Derivar ambos lados de la ecuacioén con respecto al tiempo t.
4. Sustituir los valores conocidos y resolver para la razén de cambio descono-

cida.
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Ejemplo: Un globo esférico se infla a razén de 100 cm?/s. ;A qué razén
aumenta el radio cuando el radio es de 5 cm?
Solucién: Volumen de esfera: V = %nr3
Derivamos respecto al tiempo:
dv ydr

— =A4nur

dt dt

Sustituimos valores conocidos (% =100, r =95):

dr dr
100 = 47(5)*=— = 1007 —
G 47
dr 1
= = cm/
dt nc s
. Y,

7.2. Rectas tangentes y normales

Definicion 7.1. La recta normal a una curva en un punto es la recta perpendicular

ala recta tangente en ese punto.

Si la pendiente de la tangente es m; = f’(a), entonces la pendiente de la

normal es m,, = —ﬁ (si f'(a) # 0).
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Ejemplo: Encontrar las ecuaciones de la tangente y normal a la curva

y = x> en el punto (2, 4).

Solucion:
fl(x) =2x
m, = f'(2) =4
m -_— _l
"4

Ecuacién tangente: y —4 =4(x —2) oy =4x -4

Ecuacién normal: y — 4 = —%(x -2)oy= —‘—llx + %

N A N

\. J

7.3. Aplicaciones en fisica

Las derivadas tienen numerosas aplicaciones en fisica:

= Posicion, velocidad, aceleracion: v(r) = s'(¢), a(t) = v'(t) = s”(¢)
= Razones de cambio: Cémo cambian cantidades fisicas con el tiempo

= Optimizacion: Encontrar valores maximos/minimos en sistemas fisicos
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Ejemplo: Se lanza una pelota verticalmente hacia arriba con velocidad
inicial de 20 m/s desde una altura de 10 m. La altura estd dada por
s(t) = —4.9¢2 + 20z + 10. Encontrar:

1. La velocidad en cualquier tiempo ¢

2. El tiempo para alcanzar la altura maxima

3. La altura mdxima

4. La velocidad al impactar el suelo
Solucién:

1. v(t) =s'(¢) = =9.8t + 20

2.v()=0= -98t+20=0=1~2.04s

3. 5(2.04) * —4.9(2.04)% +20(2.04) + 10 ~ 30.41 m

4. Resolver s(¢) = 0 para encontrar tiempo de impacto, luego v(¢) en

ese tiempo
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1. Resuelva los siguientes problemas de razones de cambio relaciona-
das:
a) Una escalera de 5 m estd apoyada contra una pared. Si el pie
de la escalera se desliza alejandose de la pared a 0.5 m/s, ;a
qué velocidad baja el extremo superior cuando el pie estd a 3
m de la pared?
b) Un tanque cénico invertido tiene radio superior de 2 m y altura
de 4 m. Si se vierte agua a razén de 1 m3/min, ;a qué velocidad
sube el nivel del agua cuando la profundidad es de 2 m?
¢) Una persona de 1.8 m de altura camina alejandose de un poste
de 6 m a razén de 1 m/s. ;A qué velocidad crece su sombra?
2. Encuentre las ecuaciones de la recta tangente y normal a:
a) y=x>—2xenx=1
b) y=+xenx=4
c)y= 21 enx=0

3. Problemas de aplicacion en fisica:
a) Un objeto se mueve segiin s(¢) = 3 — 6¢> + 9¢. Encuentre:
1) La velocidad y aceleracién en cualquier tiempo
2) Cuéndo el objeto estd en reposo
3) Cudndo estd acelerando y desacelerando
b) Se dispara un proyectil verticalmente con s(f) = —5¢% + 40t.
Encuentre la altura mdxima y el tiempo para alcanzarla.
¢) Un circuito eléctrico tiene voltaje V() = 120 sin(1207xt). En-
cuentre la razén de cambio del voltaje en t = 0.01 s.
4. Un dep6sito cilindrico de radio 3 m se llena a razoén de 2 m®/min.

(A qué velocidad aumenta la altura del agua?
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Soluciones: .
1. (a) —0.375 m/s (b) - m/min (c) 0.4286 m/s

2. (a) Tangente: y = x — 2, Normal: y = —x (b) Tangente: y = ;Lx +1,
Normal: y = —4x + 9 (c) Tangente: y = 1, Normal: x = 0

3. @) v(t) =3t =12t +9, a(t) = 6t — 12, Enreposo: t = 1, t = 3,
Acelera: t > 2, Desacelera: t < 2 (b) Altura maxima: 80 m, Tiempo: 4 s
(c)(}/h’(0.0l) =120(1207) cos(120m - 0.01) =~ 45238.9 V/s
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Capitulo 8

Integral Definida como Area

Al finalizar este médulo, el estudiante serd capaz de:
= Comprender el concepto de antiderivada

= Calcular integrales definidas usando sumas de Riemann

Interpretar la integral definida como area bajo una curva

Calcular dreas entre curvas usando integracién

Aplicar el Teorema Fundamental del Célculo
g J

8.1. Antiderivadas

Definicion 8.1. Una funcion F se llama antiderivada de f en un intervalo I si

F'(x) = f(x) para todo x en I.

Teorema 8.1. Si F' es una antiderivada de f en un intervalo 1, entonces la

antiderivada mads general de f en I es:
Fx)+C
donde C es una constante arbitraria.

8.2. Sumas de Riemann e integral definida

Definicion 8.2. La suma de Riemann de f en el intervalo [a, b] es:
n
D FeAx
i=1
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donde Ax = bfa y x; es un punto en el subintervalo [x;1, x;].

Definicion 8.3. La integral definida de f desde a hasta b es:

[ rac=jim ) pisias
a i=1

si este limite existe.

8.3. Interpretacion como area

Teorema 8.2. Si f es continua y no negativa en [a, b], entonces el drea bajo la

curva y = f(x) desde a hasta b es:

A:‘/abf(x)dx

Ejemplo: Calcular el 4rea bajo f(x) = x> desde x = 0 hastax = 2 usando
sumas de Riemann.
Solucién: Dividimos [0, 2] en n subintervalos de igual longitud Ax = %

Usamos el punto derecho x} = iAx:

n n 2
2\ 2 2\° 2 8
A = lim f(i-—)-—:h’m (i-—)-—z’m—3 i
n n

n—o0 n n—oo
i=1 i=1

.8 nm+1)(2n+1) . 82n*+3n’+n) 16 8
= lim — - = lim =

n—oo n3 6 n—o0 6}13 6 5
4 1Y
2 1
X
1 2
\_ J
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8.4. Teorema Fundamental del Calculo

Teorema 8.3 (Teorema Fundamental del Célculo, Parte 1). Si f es continua en

[a, b], entonces la funcion g definida por:

g(x):/xf(t)dt, a<x<b

es continua en [a, b] y diferenciable en (a,b), y g’ (x) = f(x).

Teorema 8.4 (Teorema Fundamental del Célculo, Parte 2). Si f es continua en

[a, b] y F es una antiderivada de f en |a, b], entonces:

b
/ F(x)dx = F(b) - F(a)

8.5. Area entre curvas

Teorema 8.5. El drea entre dos curvas y = f(x) y y = g(x) desde x = a hasta
x = b, donde f(x) = g(x), es:

b
A= / LF () — ()] dx
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Ejemplo: Encontrar el 4rea entre y = x>y y = x desde x = 0 hastax = 1.

Solucién: En [0, 1], x > x2, entonces:

1 2 371
X X 1 1 1
A= —zd:——— = - — — = —
/O(X e =3 3}0 2736

154,
i
0.5
i X |
05 05 1 15
05!
q y,
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1. Calcule las siguientes integrales usando sumas de Riemann:
@) [ (2x+1)dx
b) f14 x2 dx
2. Use el Teorema Fundamental del Célculo para evaluar:
@) (32 = 2x+ 1) dx
by [ Vxdx
c) /0”/2 cosx dx
3. Encuentre el drea de las regiones siguientes:
a) Bajo y =4 — x? desde x = —2 hasta x = 2
b) Entre y=xyy=x*>desdex =0hastax =1
¢) Entre y = sinx y y = cosx desde x = 0 hasta x = 7/4
4. Problemas de aplicacion:
a) La velocidad de un automévil estd dada por v(z) = 3t =2t +5
m/s. Encuentre la distancia recorridaentre t =0y ¢ = 3's.
b) El ingreso marginal de una empresa es R’(x) = 100 — 0.02x.
Encuentre el ingreso total al vender 100 unidades.
¢) La tasa de cambio de la poblacién es P’(f) = 100e%-. Si

P(0) = 1000, encuentre P(5).
. J

Soluciones:
1. (a) 12 (b) 21
2.(a) 1 (b) % ©1

32 71
3.(a)?(b)g(c)\/§—1

4. (a) 33 m (b) $9900 (c) P(5) = 1000 + 100 [’ *1"dr ~ 1000 +

100(6.487) = 1648.7
. y
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Capitulo 9

Hoja de Ejercicios Finales

Ejercicios globales de repaso

Limites y continuidad

1. Calcule los siguientes limites:

2
a) lim, 3 =2
sin(5x)

2x
3x2-2x+1
x2+4x-5
d) lim,_,; ¥

b) lim,_o

¢) limy e

2. Determine la continuidad de las funciones en los puntos indicados:

x2 six <2

a) f(x) = enx =2
3x-2 six>2

b) g(x) = 2=l enx =

Derivadas

3. Calcule las derivadas de las siguientes funciones:
a) f(x)=3x*-2x>+5x -7
b) g(x) = (2x+ 1)(x* - 3)
¢) h(x) = £+
d) y = e** cos(3x)
e) f(x) =In(x*+4)
f) g(x) =sin’(2x + 1)
4. Encuentre la ecuacion de la recta tangente a:
a) f(x)=x>-2xenx=1
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b) f(x)=+xenx=4
19) f(x):%enx:Z

Aplicaciones de derivadas

5. Para cada funcion, determine:
a) Intervalos de crecimiento y decrecimiento
b) Valores criticos y extremos locales
c) Intervalos de concavidad y puntos de inflexién
para:
a) f(x)=x>-—6x>+9x+1
b) g(x) = x* —4x3
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Soluciones

Limites y continuidad

2
I a) lime 3 5= =lim,,3(x+3) =6
sin(5x) _ 5
2x 2
3x-2x4l _ 3
x2+4x-5

b) lim,_,o

) limy e

. Vx-1 _ 4. 1 _1
d) lim,_, -1 = lim,_, Vel 2

P
2. a) f(2) =4,limy_»- f(x) =4, limy_+ f(x) =4 — Continua
b) g(1) no definida — Discontinua evitable
¢) h(0) =1, lim,_g h(x) = 1 — Continua

Derivadas

3. a) f'(x)=12x> —6x>+5

b) g (x)=2(x>=3)+(2x+ 1)(2x) =6x> +2x - 6
X(X—1)— xz X =2x—-
o) W (x) = 24 il—(l);l)(l) - (zx—zl)zl
d) y' =2e** cos(3x) — 3¢** sin(3x)
o) f/(x) = 25
f) g’ (x) =3sin®(2x + 1) cos(2x + 1) - 2 = 6sin®(2x + 1) cos(2x + 1)
4. a) f()=-1,f(x)=3x2-2, (1) =1
Ecuacion: y+1=1(x—-1)oy=x-2
b) f@) =2 f'(0) =5 @) =5
Ecuacién: y — 2 = i(x—4)oy: }Tx+1
Q) =35 (x)==-5 ()=

Ecuacion: y — % =-1(x-2oy= _‘ltx_l. 1

Aplicaciones de derivadas

5. a) = f/(x)=3x>-12x+9=3(x-1)(x-3)
Crece: (—o0, 1) U (3, ), Decrece: (1, 3)
Maximo en x = 1, Minimoenx = 3
= [ (x)=6x—-12
Coéncava abajo: (—o0,2), Céncava arriba: (2, o)

Punto de inflexién: x = 2
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b) = g'(x) =4x3 —12x% = 4x%(x - 3)
Crece: (3, o), Decrece: (—o0, 3)
Minimoenx =3
n g (x) = 12x% — 24x = 12x(x - 2)
Concava arriba: (—o0,0) U (2, 00), Céncava abajo: (0, 2)

Puntos de inflexién: x =0, x =2
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Capitulo 10

Quiz Final

Instrucciones

Resuelva los siguientes problemas en 90 minutos. Muestre todo su trabajo.

Puede usar calculadora cientifica pero no dispositivos con capacidad simbdlica.

Parte I: Conceptos basicos (20 puntos)

1. Defina con sus propias palabras:
a) Limite de una funcién
b) Derivada de una funcion
¢) Continuidad de una funcién
2. Enuncie:
a) El Teorema Fundamental del Calculo (Parte 2)
b) Laregla de la cadena para derivacion
c) El criterio de la primera derivada para extremos locales

Parte II: Calculos (40 puntos)

3. Calcule los siguientes limites:

x2-4
x-2
sin(3x)
X
2x2-3x+1
x2+4

4. Derive las siguientes funciones:
a) f(x)=(2x - x)*
b) g(x) = 4=
¢) h(x) =In(sinx)

Cl) lfmx_>2

b) lim,_,o

c) limy e

44



5. Evalde las siguientes integrales:
a) [(3x* = 2x+ 1)dx
b) [ (2x +3)dx

c) /14 \/L}dx

Parte II1: Aplicaciones (40 puntos)

6. Encuentre la ecuacién de la recta tangente a la curva f(x) = x> — 2x enel
punto donde x = 1.
7. Un globo esférico se infla a razén de 100 cm®/s. ;A qué raz6n aumenta el
radio cuando el radio es de 5 cm?
8. Para la funcién f(x) = x> —3x2 —9x +5:
a) Encuentre los valores criticos.
b) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

¢) Clasifique los extremos locales usando el criterio de la primera derivada.
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Soluciones del Quiz Final

Parte I: Conceptos basicos

1.

a) El limite de f(x) cuando x tiende a a es L si los valores de f(x) se
aproximan arbitrariamente a L cuando x se aproxima suficientemente a
a.

b) La derivada de f en x es la tasa de cambio instantdnea de f en ese
punto, definida como f’(x) = limy_o w

¢) Una funcién es continua en x = a si f(a) estd definida, limy_,, f(x)
existe, y limy—,, f(x) = f(a).

a) Si f es continua en [a,b] y F es una antiderivada de f, entonces

[ fx)dx = F(b) - F(a).

b) Siy = f(u) y u = g(x) son funciones diferenciables, entonces % =
dy . du
du dx-°

¢) Si f’(¢) =0o0noexiste, y f' cambia de signo en ¢, entonces f tiene

un extremo local en c.

Parte II: Calculos

a) lim,_p =4 = lim,_s(x +2) = 4
b) limy_o 2% =3

2x°3x+l _ o
X244

a) f'(x) =42x> —x)3(6x> - 1)

’ e (x2 ) —e¥(2x) _ X (x2-2x+1)
b) g ()C) - (x2+1)2 - (x2+1)2
c) W(x) =g =cotx
a) f(3x2—2x+ Ddx=x>-x>+x+C
b) [ (2x +3)dx = [x2 +3x|, =4

o) [ kdr=[2vx]}=4-2=2

) limy e

Parte III: Aplicaciones

6.

7.

S =1, f'(x) =3x* =2, f'(1) = 1,
Ecuaciéon: y+1=1(x-1)oy=x-2
V= ‘3—‘7rr3, % = 47rr2%,

100 = 47(25)4x, dr = L s

dre dr b4
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8. a) ff(x)=3x*-6x-9=3(x-3)(x+1)
Valores criticos: x = -1, x =3
b) Crece: (—oo0, —1) U (3, 00), Decrece: (-1, 3)

¢) Maximo local en x = —1, minimo local en x = 3
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